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一、前言 

量子力學是從原子和分子開始的微觀世界的

理論。作為更精確和更普遍的理論，它也應對宏觀

世界適用。而古典力學只是量子力學在涉及的作用

量比  大得多時的極限情況。從 1925 年量子力

學初創時開始，如何能演示一下以上的敘述一直是

熱烈的討論和爭議的問題。 

從一個簡單的問題說起；量子力學中諧振子本

徵態和經典振子的行為極度不同。量子力學諧振子

是否具有和古典振子相似的狀態呢？在 1926 年 

Schrödinger 從本徵態構成了一個模擬古典振子往

復運動的波包。這就是後來人們稱之為相干態

( coherent state )的特殊狀態[1]。對於諧振子，這種

狀態已經找到了，然而類氫原子中能描述 Kepler 

軌道運動的永不擴散的波包迄今尚未找到。 

諧振子能級是等間距的，所以波包不擴散，而

氫原子的能級卻不是，所以 Schrödinger 並未找出

類氫原子中模擬 Kepler 軌道運動的相干態。 

另外一方面，按照 Bohr 的對應原理：在大量

子數極限下，量子力學系統的行為將逐漸地趨於與

經典力學系統相同。所以近年來對於 Rydberg 態

(高量子數 n 的能態)的制備與研究，不論實驗或

理論上都是非常活躍的，而且已有長足的進展[2]。 

與古典粒子的軌道運動對應的量子態，絕不是

一個簡單的定態，而只能是由若干定態的相干疊加

所構成的非定態。為模擬古典粒子的軌道運動，它

們應該是一個在空間運動的較窄的局域波包

( localized wave-packet )。而由許多 Rydberg 態相

干疊加形成的波包我們則稱為 Rydberg 波包。 

近年來，由於短脈衝雷射技術的進展，已可能

在實驗室中產生和檢測各種體系(電子、分子、半

導體量子井等)中由許多定態相干疊加所形成的定

域波包。這種波包的演化和動力學是目前物理和化

學很多領域都很感興趣的課題。 

從量子力學誕生起，它和古典力學的關係一直

是熱門研究的課題。古典力學適用於宏觀系統，粒

子運動遵循確定的軌道。量子力學適用於微觀系

統，其規律是概率性的。但作為物理學的基本規

律，量子力學也應適用於宏觀系統。相干態在量子

力學中是一個非常重要的概念，在物理學許多領域

都有應用。在本文中，我們將針對諧振子的相干

態，以及一些量子體系(諧振子、無限深方形井、

平面轉子、彈跳球，以及類氫原子)的 Rydberg 波

包做一個簡單的介紹，並利用電腦軟體描繪出波包

機率密度的行為，比較其與經典粒子行為的相似或

相同性。 

二、 Schrödinger 的諧振子相干態 

在創立量子力學的過程中，W. Heisenberg 的
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觀點是：類似電子軌道的這類概念應該完全否定；

E. Schrödinger 卻更多地考慮量子力學和古典力學

間的聯繫。 

量子力學中的一維諧振子是很好的例子。在低

激發態，粒子的位置機率分布和古典分布差別極

大，而當量子數 n 變得相當大時，量子力學分布

逐漸接近古典分布，這是 Bohr 對應原理的表現。 

但能量本徵態是定態，位置分布是與時間無關

的，所以是否能找到模擬古典諧振子運動的量子力

學波函數(與時間有關)，也就是能否找出滿足 

 
( ) ( ) tAtxt ωψψ cos=                     (1) 

 

關係的波函數 ( tx, )ψ 。這就是 Schrödinger在 1926

年解決的問題[1]。 

以下來討論量子力學相干態波包與古典對應

的一些性質。假設處於諧振子位能 
 

( ) 222

2
1

2
1 xmkxxV ω==                     (2) 

 

中的粒子在初始時刻 ( 狀態為 )0=t

 

( ) ( ) 2
0

2 2
2
1

0

10, xAxe
x

x −−











=

π
ψ                  (3) 

 

A為振幅，
ωm

x ≡0 為自然長度，可定義無單位

變數
0x
x

=ξ ，
0x

A
m =ξ 。 

將 ( 0,x )ψ 用諧振子能量本徵態[3]展開 

( ) (∑
∞

=

=
0

0,
n

nn xCx ϕψ )                        (4) 

 

經過計算可得 !24

2

ne nn
mn

mξ

ξ
−

=

/tiEn−

C  ，然後於各項分

別乘上相應的動力學相因子 e ，結果就得到符

合初始條件(1)，並滿足 Schrödinger方程的波函數 
 

( ) ( ) tiE

n
nn

nexCtx −
∞

=
∑=

0

, ϕψ                   (5) 

 

將C 代入(5)式可得其機率 n

 

( ) ( 2cos

0

2 1, tme
x

tx ωξξ

π
ψ −−= )                 (6) 

 

並得到位置及動量平均值 
 

tAtxx m ωωξ coscos0 ==                 (7) 

 

與(1)式完全相同 
 

dt
xmd

p = tA ωω sin−=                  (8) 

 

位能平均值 
 

ωω
4
1cos

2
1 22 += tkAV                  (9) 

可得位置平方平均值 
 

2
1cos222 += tx m ωξ                     (10) 
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由(7)，(10)可得 
 

( )
ωm

xxx
2

22 =−=∆              (11) 

 

Hamilton 量平均值 
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由 Hamilton量平均值可以得到能量平均值 
 

ω
ξ

ω
2
1

2
1

2
1

2
2

2

+=








+= kAE m           (13) 

由(9)，(13)可得動能平均值 
 







 +==

2
1sin

2
1

2
22

2

t
m

p
T m ωξω  

ωω
4
1sin

2
1 22 += tkA                  (14) 

動量平方平均值 
 







 +=

2
1sin 222 tmp m ωξω                (15) 

由(8)，(15)可得 
 

( )
2

22 ωmppp =−=∆              (16) 

 

由(11)，(16)可得不準度
2

=∆⋅∆ px 。 

從以上的結果可以發現，諧振子相干態的運動

性質與經典振子很相似；在此狀態下，諧振子的能

量平均值(零點能除外)與經典振子能量相同，而座

標和動量的平均值(即波包中心的位置和動量)隨

時間演化的關係也和經典振子完全相同，並且符合

最小的不準度。 

圖一：顯示諧振子相干態是侷限在空間中一個小區 

域中不擴散的波包。 
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圖二：諧振子相干態波包在時間 0  classicalTt ≤≤
的演化情形。 

三、 Rydberg 波包 

一開始 Rydberg 態是用來稱原子或分子中量

子數 n很大的束縛態。而現在對於其他體系中大量

子數 n 的束縛態，習慣上也稱為 Rydberg 態。由

許多Rydberg態相干疊加形成的波包稱為 Rydberg 

波包[4]。 

在 n  很大的情況下，我們假設組成這個局域

波包(Rydberg 波包)的各種定態波函數 nϕ 的比重

為高斯分布，波包是對稱的，標準偏差值為 σ (以

下所舉的例子 σ均取為 1.5，n 為 25，但類氫原子

σ 取為 2.5，n 為 320)，即 
 

( ) 22 2

2

2

2
1 σ

πσ
nn

n eC −−=                   (17) 

 

由(17)得知這些定態的能量只有在 n 附近貢獻較

大。在此我們將能量做泰勒展開可以得到 
 

( ) ( )2

2
1 nnEnnEEE nnnn −′′+−′+≈  

( ) ......
6
1 3 +−′′′+ nnEn                       (18) 

 

定 義
n

classical E′
=

π2T ，
n

revival E
t

′′
=

2
1

2π
，

n
errevival E

t
′′′

=
6
1sup

2π (取自然單位 )。 1=

實際我們有興趣的一些體系(諧振子、無限深

方形井、平面轉子、彈跳球，以及類氫原子的 

Rydberg波包)，T 。保留較

低羃次的前三項，忽略掉其他高次項，我們可以將

波函數改寫成 

errevivalrevivalclassical tt sup<<<<

■ 569 ■ 
物理雙月刊（廿四卷四期）2002年 8月 



( ) ( ) ( )∑ −
−≈

n classical
nn T

tnnirCtr (2exp[, πϕψ  

( ) ( ) )]
sup

32

errevivalrevival t
tnn

t
tnn −
+

−
+             (19) 

 

classicalT

errevivaltsup

稱為古典週期，在 Rydberg波包形成後的短

時間內(大概只有幾個古典週期)，波包能以近似的

保持週期運動(週期T )。長時間之後波包會因

為組成之各定態波函數間的相位差而導致波包崩

塌(collapse)，而再經過一段時間之後，波包的形狀

有可能部分或完全恢復。 t 稱為恢復時間，

稱為超恢復時間。這幾個特徵時間的長短

與能量隨量子數 n 的變化及波包的組成有關，以

下將以幾個常見的體系(諧振子、無限深方形井、

平面轉子、彈跳球，以及類氫原子圓軌道的 

Rydberg 波包)來說明。 

classical

revival

 

A、諧振子 

解 Schrödinger 方 程 式 可 以 得 到 能 級







 +=

2
1nEn

1=== ωm

， ( 取 自 然 單 位 

 )，

...3,2,1=n

1=′nE ， 0=′′′=′′ nn EE

∞=

，所以

， 。 π2=classicalT =revival tsup errevivalt

圖三顯示諧振子 Rydberg 波包的演化圖像特

別簡單，總是以自然(古典)週期 ωπ2 演化。這種

簡單的演化規律是由於諧振子能級分布均勻的結

果，而更深層次的根源是來自於諧振子在相空間的

旋轉不變性。 

 
圖三：諧振子 Rydberg 波包在時間 的 classicalTt ≤≤0
演化情形。 
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圖三是諧振子 Rydberg 波包在時間為一個古

典週期 內運動的情形。波包一開始位於古典

簡諧振盪右邊反折點的位置。值得注意的是，

Rydberg波包雖然是局域性的波包，但是因為它不

是高斯波包的型式，所以它與相干態波包是不同

的。諧振子 Rydberg波包以週期 做來回的週

期性運動，它的波形是隨時在改變的。諧振子

Rydberg波包是一個完美的週期性運動，這是因為

恢復時間 t 無限大所致。 

classicalT

revival

classicalT

Rydberg波包 2

nC 成高斯分布，波包會隨時間

而崩塌變形，經過一個古典週期T 之後又再度

恢復原來的形狀，但這與相干態波包的波形始終保

持不變不同。相較之下，相干態波包比 Rydberg波

包的演化規律更為簡單。 

classical

 

B、無限深方形井 

粒子在無限深方形井中， 
 

( )
otherwise

Lx
xV

∞
≤≤

=
00

{              (20) 

 

無限深方形井本徵函數[3] 

 

( )
L
xn

L
xn

πϕ sin2
= (  )         (21) Lx ≤≤0

 

能 級
2

22πnEn =

1== L

， ( 取 自 然 單 位 

) ， 得 到

...3,2,1=n

= m
πnclassical

2
=T ，

clssicalTrevival nt 24
==

π
， 。 ∞=errevivaltsup

 
圖四：無限深方形井 Rydberg 波包在時間 

classicalTt ≤≤0  的演化情形。 
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圖五：無限深方形井 Rydberg 波包在時間 

revivaltt ≤≤0  的演化情形。 

圖四顯示了無限深方形井中波包演化的情

形。時間等於 0 時，波包位於左邊原點附近，這

時的波包呈現劇烈振盪的形狀，這是來自於左邊無

窮大的位能壁的衝擊，同理，當時間為 2classicalT ，

以及T 時也是如此。而當波包遠離位能壁的時

候，波包呈現平滑的形狀，這是由於此時粒子為自

由移動粒子的緣故。另外從圖四亦可以發現經歷一

個古典週期T 後，波包已經從井的左邊跑到右

邊，然後再度回到左邊，完成一個迴路，但此時波

包形狀只是大致恢復原狀，並沒有完全恢復，這與

諧振子只需一個古典週期波包就恢復原來形狀的

情形不同。 

classical

classical

圖五可以發現無限深方形井的 Rydberg 波包

一直到時間等於 t 時波包的形狀才完全恢復，這

也是因為超恢復時間 無限大的關係。 

revival

errevivaltsup

 

C、平面轉子 

量子力學體系中，平面轉子能級與波包恢復情

形與一維的無限深方形井很類似。平面轉子的

Hamilton量 
 

I
L

H z

2

ˆ
ˆ

2

=                                 (22) 

 

zL̂

=

為角動量， I 為轉動慣量 (取自然單位 

 )。 1=I

平面轉子本徵函數 

 

( ) φ

π
φϕ in

n e
2
1

=                          (23) 
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能級為 22nEn = ， ，二重簡併

(  除外)。得到 

...3,2,1,0 ±±±=n

0=n

nTclassical π2= ， 

classicalrevival Tnt 2= ， 

∞=errevivaltsup 。 

其 Rydberg 波包演化的情形與無限深方形井

類似；在經歷一個T 後波包形狀大致恢復，經

歷

classical

revivalt
2
1

errevival

後波形更接近原來形狀，在 時波

包將完全恢復，同樣的，這也是因為超恢復時間 

 無限大的關係。 

revivaltt =

tsup

比較圖三、圖四，與圖五、圖六可以發現，二

維平面轉子與一維無限深方形井很相似；因為能級

都是與量子數 n 二次方成正比，所以能量三階以

上的導數均嚴格為 0 (也就是超恢復時間

無限大)，所以平面轉子與無限深方形井在經歷一

個 後波形都只是部分恢復，而要經歷一個

之後才完全恢復。 

errevivaltsup

classicalT

revivalt

事實上不論是無限深方形井還是平面轉子，只

要時間經過 2revivalt 後波形就會完全恢復(無限深方

形井在時間等於 0 與時間等於 2revivalt

revivalt

時波包左

右顛倒)，不同於初始狀態的是這時波包在空間中

的位置與初始位置不同，它位於與初始位置對稱的

位置上。所以我們稱之為恢復時間的 ，不僅僅

是波包形狀恢復而已，而是連帶空間中的位置都要

完全恢復。 

 
圖六：平面轉子 Rydberg 波包在時間為一個古 

典週期的演化情形。 
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圖七：平面轉子 Rydberg 波包在時間為一個恢 

復週期的演化情形。 

D、彈跳球 

考慮一個質量為 m 的粒子在地球表面附近

的均勻重力場中垂直上下運動。假設與地球的碰撞

是彈性的，且取地球表面為座標原點，以及位能的

零點。因此粒子在此均勻重力場中的位能為 
 

( )
0
0

{
<∞
>

=
x
xmgx

xV                (24) 

 

考慮一個能量為 的粒子的運動。按照古

典力學來看，粒子能達到的高度為

( 0>E )
mgEx =0 ，

為古典不允許區域，0 為古典允許區

域。現在我們用量子力學來處理，並討論其與古典

力學的關係。 

0xx > 0xx ≤<

邊界條件為 
 

( ) 00 =ψ                               (25) 
 

( ) 0=∞ψ                               (26) 
 

(25)式表示地球表面相當於一個無限高的位壘，粒

子不能鑽進地表。(26)則為束縛態的邊界條件，表

示粒子不能跳到無窮高。 

不含時間的 Schrödinger方程為 
 

( ) ( ) ( ) 0
2 2

22

=−+− xEmgx
dx

xd
m nn

n ϕ
ϕ               (27) 

定 義 特 徵 長 度

31

2

2

2 







=

gmgl 特 徵 時 間

31

2

2








=

mg
tg ，得到無單位變數 glxx =′ ，

( )gnn mglEx = ，則 (27) 式可化簡為 

( ) 0
2

2

=−′−
′ nn

n xx
xd

d
ψ

ψ
                   (28) 
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上述(28)式的解為 Airy function[5] 或者

是 。因為 Airy function Bi在無窮遠處發

散，所以彈跳球問題的本徵函數 

( )nxxAi −′

( nxxBi −′ )

 

( ) ( )nnn xxAiNx −′=′ϕ                     (29) 
 

nN

Ai

為歸一常數。由邊界條件 (25)式得知 

， 為 Airy function Ai的節點位置。

在大量子數 n 的情況下卻可以得到相當準確的近

似解 

( ) 0=− nx nx

32

4
1

2
3















 −≈ nxn

π                       (30) 

( )

612

413
2









−

≈
n

Nn

π                        (31) 

由 (30)式可以求得
31

4
1

2
32 














 −= nclassical

πT (單位

)。 gt

 
圖八：彈跳球 Rydberg 波包中心與古典彈跳球軌跡左邊為時間 2classicalTt ≤≤0 的演化情形，右邊為 

時間 classicalclaiiscal Tt ≤≤2T 的演化情形。 
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不同於前面的幾個例子(諧振子、無限深方形

井、平面轉子)，彈跳球能級的高階導數(三階以上)

並不嚴格為 0 ，這將導致波包難以完全恢復。 

圖八左邊為描述半個古典週期(從開始落下至

地面的時間)，黑點為古典彈跳球運動軌跡相對於

同時刻彈跳球 Rydberg 波包的位置。 

圖八右邊為描述後半個古典週期(從地面反彈

到最高點的時間)，黑點為古典彈跳球運動軌跡相

對於同時刻彈跳球 Rydberg 波包的位置。 

可以發現波包中心位置的確與古典彈跳球的

軌跡相同。圖中因為波包並非高斯波包這種對稱的

型式，所以古典軌跡點對應到的並非波包的峰點位

置，而是位於波包峰點偏上的位置。 

有關彈跳球 Rydberg 波包與時間有關一些物

理量的平均值的計算因計算繁雜，在此我們並不贅

述。 

 

E、類氫原子圓軌道波包 

Schrödinger在 1926年文章中提到，氫原子中

電子的運動軌道也可以用類似諧振子的辦法處

理，即用疊加能量本徵態得到的量子力學波包來模

擬。但在 1929 年他寫給 Lorentz 的信中說他在這

個問題上遇到極大的計算上的困難，此後就沒再提

起這件事了。 

分析一下諧振子波包的構成，就不難明白構成

氫原子 Kepler 軌道波包的困難。(5)式是嚴格的週

期函數，它在經過一個週期 ωπ2=T 或其整數倍

後總要恢復原狀。這是由於動力學相因子是

( ) ( ) tnitEi ee n ω21+−− = ，對 n 求和的疊加不會改變其週

期性。這只是在諧振子能級隨 n 的變化是嚴格線

性的，即各能級是等距的情況下才會出現。氫原子

的能級不是等距的，特別對低激發態更是如此。要

想模擬電子在類氫原子中軌道的量子力學波包，只

能利用很高激發態的能級。 

量子力學氫原子波函數最接近圓軌道的是 ， 

，m 這些定態。l 的氫原子

本徵函數在徑向上沒有節點，l，m 的球諧函

數有 因子，使本徵函數在

n
1−= nl

(sin

( 1−±= n

)lθ

) 1−= n

l±=

2
πθ = ( xy 平面)

有極大值， ， 由於相應波函數為

φ，可以和動力學相因子配合作為正反向運動的

波包。 

lm += lm −=

ile ±

以下由於篇幅的關係我們只將類氫原子圓軌

道波包( m 只取正值)的演化情形以圖表現出來，

其中相關的一些繁雜計算就省略不表。 

類氫原子能級
22n

ZEn −= ，(採用自然單位，

而且取  )，因此我們可以得到 1=Z

32 nTT classicalKepler π== ， Keplerrevival Tn
3

=t 。 

圖十一上方有一個圓，此即束縛在庫侖位能之

古典粒子的圓形運動軌跡，半徑等於徑向座標  

的平均值。 

r

 

( )[ allnr 13
2
1 2 +−= ]                  (32) 

 

1−= nl  ，代入 (32) 式 
 

2
2 nnr +=  (取自然單位 1  )      (33) =a

 

圖十一中圓的高度為在時間為 0 時波包的最高

點。可以發現，經過一個古典週期之後， 
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圖十一：類氫原子圓軌道波包在時間 

( )Keplerclassical TTt ≤≤0  的演化情形。 

波包最高點與圖中的圓高度已經有落差了，這就代

表了波包隨著時間而擴散了。另外我們也可以從圖

中發現，圓軌道波包中心運動的速率是等速的，經

過四分之一古典週期就繞了 4π ，與古典的情形相

符。 

四、結果與討論 

相干態是由無窮多個佔有數本徵態的一種特

殊的相干疊加，其易於展現粒子之間的合作行為

( cooperative behavior )。 

在 60 年代，相干態這個概念被廣泛的應用於

量子光學等領域。Glauber[6] (首先提出相干態這個

名詞)、Klauder，及 Sudarshan[7] 等廣泛地應用相

干態來處理光場的相干性質和光子統計學。 

儘管相干態已經有如此廣泛的應用，但在一般

量子力學教材中卻很少提到，較系統的介紹往往只

能從一些專著中去尋找，所以文章中，我們為量子

力學相干態這個概念作初步的介紹。 

關於文章主體的第二部分，以氫原子為例，對

於 的 Rydberg態，100≥n mar µ5.0~104≥ ，已經

接近宏觀尺度了。因此，Rydberg態最適合用來研

究微觀世界和宏觀世界的聯係，或者量子力學與古

典力學的關係。Rydberg 波包也符合 Bohr 的對應

原理；n 越大波包擴散的情形越不明顯，而且波包

中心運動的軌跡也與古典的情形相符。 

文章中介紹了一般處理局域性波包演化及恢

復的方法： 1.對於局域性波包我們認為疊加組成

波包的各定態是緊密的分布在量子數平均值 n  

附近(可由短脈衝雷射技術製造出)。 2.我們假設波

包組成成分((17)式)為高斯分布(只是為了簡化計

算，並不影響所得出的定性結論)。 3.引進了三個
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時間尺度T 、t 、t 來控制波包的演化

與恢復。 

classical revival errevivalsup

我們分析了幾個不同的量子力學體系的局域

性波包的演化與恢復；諧振子波包具有完美週期

( T )運動，無限深方形井波包、平面轉子波包

經歷  完全恢復，以及不會完全恢復的彈跳球

波包、類氫原子圓軌道波包。只要給定該量子體系

的能級，我們就可以預測其局域性波包恢復的情

形。解析這種波包的演化及動力學性質在物理及化

學領域都有很多的應用。 

classical

revivalt
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