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一維與二維約瑟芬結陣列中的量子相變 

                               郭華丞 陳啟東 
中央研究院物理所 

E-mail: chiidong@iis.sinica.edu.tw  

摘   要 

約瑟芬結組成的一維及二維陣列，具有由磁場所引發的超導-絕緣體相變。此相變的臨界磁場，和電

流電壓特性曲線中所觀察到庫柏電對的庫倫阻斷及約瑟芬電流，可相互對應。理論上可利用一維及二維

的超流-絕緣體理論來分析實驗上測量的電阻訊號。相變的度規分析提供我們該相變的臨界指數。這些結

果可以提供我們一維約瑟芬結陣列中超導-絕緣體相變的相圖。該相圖以約瑟芬耦合能與電荷能間的比值

和耗散強度兩種參數來表示。 

 

低維度超導系統 

由於元件製程技術的進步，超導物理近年來

的研究，也朝向小尺寸，低維度的方向發展。最近

研究的系統包括二維超導薄膜，一維超導奈米線，

一維約瑟芬結(Josephson junction) 陣列[1,2]，奈米

超導量子點等等[3]。低維度超導系統具有超導量

子相變和磁通量子漲落等等有趣的物理現象。而約

瑟芬結陣列則是一人為製造出來，可供我們觀察了

解低維度超導性質的物理系統。這種人為製作的系

統，具有易於掌控其物理參數，並能規則性的製作

等優點。這些可調整的參數包括有陣列的大小，約

瑟芬結的尺寸及穿隧電阻，結與結之間的距離，和

使用的超導材料等等。由於有更多的物理參數可以

人為操控，這是一研究量子相變的理想系統。 

約瑟芬結陣列的製作 

陣列是由大小約零點一微米的約瑟芬結組

成。使用這種大小的約瑟芬結，是為了能在低溫中

顯現出其電荷效應(charging effect)。一般而言，這

種尺寸的約瑟芬結，仍然要將溫度降低於 1K才能

觀察到其電荷效應。目前必須利用電子束曝光蝕刻

術[4]，方能製作如此微小並規則排列的電子元

件。電子束曝光蝕刻術和黃光製程相近：在基板上

旋舖電子阻劑，並烤至乾燥。將所需要的圖形經過

電子束曝光後，可用顯影劑將受曝光的阻劑移除。

此時殘存的電子阻劑即形成遮罩。將整個晶片蒸鍍

金屬材料，只有受曝光的區域能夠附著於基板上，

其他的部分會被遮罩擋住。最後將殘餘的電子阻劑

和其上的金屬膜以溶劑舉離(liftoff)便完成。 

通常所選用的超導材料為鋁。一方面因為鋁

的蒸鍍溫度不至於過高而破壞電子阻劑，另一方面

鋁的氧化物可以作為高品質的穿隧結絕緣層。其缺

點是薄膜鋁的超導溫度較低，約 1至 2K。穿隧電

阻的大小是由通氧時的壓力與時間來控制。一般會
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控制其大小接近量子電阻，RQ≡h/4e2=6.5kΩ。電阻

太低則瑟芬結耦合太強，無法觀察其絕緣體的特

性﹔反之則瑟芬結耦合太弱，超導特性會消失。相

對的如果瑟芬結面積太小則電荷效應太強，整體超

導特性會消失﹔反之則電荷效應太弱，絕緣體的特

性不能表現出來。陣列的大小則取決於電子束曝光

的極限。以我們目前所使用的電子顯微鏡改裝的電

子束曝光機而言，700倍的視野約為 100×100微米

見方。 

約瑟芬結陣列的電性量測 

由於鋁的超導溫度和約瑟芬結的電荷效應，

都要在 1K左右才會出現。一般約瑟芬結陣列需要

置於稀釋冷凍機中，達到 mK的環境中量測。量測

電流產生的焦耳熱不能太大，此外由於約瑟芬結的

尺寸極為微小，所量測的電流不能太大而燒壞樣

品。陣列的電流電壓特性是非線性的曲線，我們必

須要能夠量測到 1pA和 1µV大小的 DC訊號。為

達此目的，我們必須自行設計組裝一套適合的量測

線路，和能夠達到此解析度的前置放大器。為了減

小因訊號線過長而導入的雜訊，該放大器是直接置

於低溫樣品架的上方。 

由於所設計的陣列單元類似一個超導量子干

涉元件(SQUID) 。SQUID的面積約是 0.5微米見

方，這使得加上一約十高斯的磁場，便可在一個陣

列單元中塞入一磁通量子(Φ0=h/e)。當外加一垂直

於基板的磁場時，會改變陣列的傳導性質。一般而

言，此性質只和塞入陣列單元的磁通量子數目有

關，而且為周期性的。為了更簡單的表示磁場的作

用，我們定義一填滿因子 f，代表一個陣列單元所

填入的磁通量子平均數目，在二維陣列中 f稱為

frustration。圖二是對一組一維陣列樣品量測到的

電流電壓(IV)特性曲線。同一個樣品在不同的磁場

下(用 f值來表示)，顯現出類似超導體(f=0)和類似

絕緣體(f=0.5)的兩種特性。 

 

 

 

 

 

圖一 : 約瑟芬結陣列 (部分 )的電子顯微鏡影像

[1] ， I 字型的鋁超導島組合而形成類似

SQUID 的單元構成整個陣列。左圖為一維陣

列，下方的尺標為一微米的長度。右圖為二維

陣列，右下方的尺標為 0.1微米的長度。實線

所框的區域是一個穿隧結，虛線所框的區域是

一個 SQUID。 

約瑟芬結的量子力學 

一個約瑟芬結是由兩個超導體接合而形成，庫

伯電子對(Cooper pair)可在兩超導體間穿隧。描述

此系統的物理變數有接面上累積的電子對數目 n

和兩個超導體之間的相角差 φ=θ1-θ2。這兩個變數

為共軛的，也就是滿足測不準原理，∆n∆φ>1/2。 
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圖二:一維約瑟芬結陣列在 f=0(a)和 0.5(b)時的 IV特性曲線。溫度為 40mK。當 f=0時系統顯現出超導特

性，而 f=0.5時系統為絕緣特性。 

 
其中∆n和∆φ分別是 n和φ的漲落(fluctuation)。若使

用φ的表象，此系統可以描述為一個具有質量 C的

質點，在一個無限延伸的波浪狀位能阱中的運動

(圖三)。其中 C是約瑟芬結的電容，而波浪的高度

為約瑟芬結的耦合能量 EJ，相鄰的波谷對應 φ 改

變了 2π。在量子力學中，假想的質點可以在波谷

間穿隧，而增加 φ 的漲落。此假想質點穿隧的能

力，隨著質量 C和位阱高度 EJ的減少而增加，通

常可以用一個參數 EJ/ECP 來代表。ECP是庫伯電子

庫倫阻斷的電荷能，也就是 4e2/2C。EJ/ECP值愈小，

φ 的漲落 (∆φ) 愈大。根據測不準原理，此時電荷

漲落 ∆n愈小，其物理意義為庫伯電子對處於庫倫

阻斷的狀態，而無法產生電流。反之 ∆φ愈小，∆n

愈大，庫伯電子對在兩個超導體間可以輕易的來

回，超導電流也隨之增加。 

 

圖三:單一約瑟分結的動力學可用波浪狀位能阱模     

型來表示。其中位能阱高度為 EJ，移動的質

點質量為 C。 

在一維約瑟芬結陣列中具有 SQUID 的結

構。當改變磁場時，相鄰超導島的 EJ會以週期方

式改變。ECP則保持不變。因此我們可以藉由磁場

來控制 EJ/ECP的大小。EJ>>ECP時，庫伯電子對可

以輕易的在超導島間穿隧。反之 ECP>>EJ時，庫伯

E

位

能 

相角

差φ 

質量 
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電子對處於庫倫阻斷的狀態。一維陣列理論預測

[9,10,11]，當 EJ/ECP大於一個極限值時，每個超導

島 ∆Q/e>>∆θ ，而造成整個系統成為超導態；反之

每個島 ∆θ>>∆Q/e ，便是絕緣態。超導－絕緣體

相變的分隔發生在一個的 EJ/ECP值，稱之為臨界

點。理論上此一維空間加一維時間的量子體系等同

於 二 維 空 間 的 古 典 體 系 。 數 學 上 可 將

non-interacting 的一維陣列模型，對應於古典的二

維 XY模型。此時的 EJ/ECP臨界值和二維 XY模型

中KT相變的 TKT對應。由此數學對應而得的EJ/ECP

臨界值[9]應為 8/π2=0.81。實驗上可以利用系統的

零偏壓電阻 R0對溫度 T的變化來觀察超導－絕緣

體的相變。 

一維陣列的電阻-溫度關係 

為了進一步考察在一維陣列中不同 f 值時的

超導和絕緣特性，我們可以量測不同溫度下的電阻

變化。由於 IV是非線性的，這裡的電阻 R0指的是

零偏壓時的電阻值，實驗上是取得 IV在零偏壓附

近區域的微分值。圖四所示的是實驗上所量得的在

不同的 f 值(也就是不同磁場下)所量得的 R0(T)曲

線。當 f=0.5時，溫度愈低則電阻愈高。此時的電

導並滿足 Arrahnius關係式，G~exp(-Eb/kBT)。表示

庫伯電子對的傳導是熱激發的，其中 Eb代表一障

壁能量，實驗上約為 120µeV，約為庫倫阻斷電荷

能(ECP)的大小。 

當 f=0時，溫度降低則電阻也有降低的趨勢。

不過當溫度到達一特定溫度 Tcr後電阻便不再降

低，顯示當溫度趨近於零時，系統的電阻並不會降

到零。這表示系統並沒有總體性的超導。這兩種不

同的電阻-溫度關係，明確的分別表現出超導體和

絕緣體的特性。理論上在臨界點時樣品的方膜電阻

R□(定義於下一段)會是一個與溫度無關的定值。實

驗上當我們在 SQUID上加磁場時，可連續的改變

EJ值通過臨界點。如果我們把到達相變時的 EJ值

定為 EJ*，便可以得到實驗上 EJ/ECP的臨界值。實

驗結果大略符合理論的預測值。 

 

 

 

 

 

圖四:一維約瑟芬結陣列的電阻-溫度關係圖。最上

方的曲線是 f=0.5，最下方的曲線是 f=0。此

樣品長度為 100個單元，EJ/ECP值約為 1.4。 

度規(Scaling)分析 

相變的特性是物理量只和相變的相干長度 ξ 

有關。在本系統中，是以磁場來改變此相干長度。

如果對系統重新定義度規，使相干長度歸一化，則

觀測量也應該是歸一的。在二維體系中一般選擇觀

測量為系統的方膜電阻。而在一維量子體系中，由

T (K) 

R
o (

Ω
) 
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於需要考慮時間的維度，而成為(1+1)維的系統。

這和不需要考慮時間維度的二維古典體系在數學

上可以互相對應。實驗上空間維度的度規是樣品長

度 L，而時間度規 LT是指虛時間，和外界的溫度有

關 LT= /kBT1/Z，其相干長度是 ξZ。而觀測量可以是

系統的方膜電阻 R□。然而在(1+1)維的系統中的”

方膜電阻”可以看作是 R□=R0LT/L=R0/LT (LT是樣品

的寬度，我們並假設 z=1)。若假設一相干長度和磁

場的關係，和時間度規 L T和空間度規的相異程

度，便可以將不同磁場下的 R0LT(T) 曲線作 scaling

的分析而疊合在一起。通常這兩種關係都滿足羃關

係，前者以指數 ν，而後者以指數 z來描述。若 z=1

則時間和空間是對等的。KT形式的相變，其相干

長度則為非羃關係的。scaling的分析可以提供我們 

ν 和 z 的值，也可以讓我們了解所觀察到的相變現

象屬於哪一類型。圖五是圖四的 R0(T)曲線以 R0/T

分析所得到的一維約瑟芬結陣列 scaling 曲線。在

超導(下)和絕緣(上)兩支都疊合得很好。 

 

 
圖五:由圖四的 RO(T)數據所作的 Scaling曲線。

各種不同的記號所形成的曲線是相對於不同的 f

值(磁場值)所得的 Scaling 曲線。所有的曲線可

重疊至兩股曲線:朝上彎曲曲線是代表絕緣相

變，朝下彎曲曲線是代表超導相變。 

 

根據我們做的 scaling 分析，我們得到一維約瑟芬

結陣列的兩個結果[1]： 

1.方膜電阻 R□(~R0/T)滿足 scaling函數 

2.相干長度滿足羃關係， ξ~ δ-ν �，和 KT 形式不

同。這裡δ是指控制參數與相變臨界值間的距

離，也就是，δ=(EJ/ECP)1/2-(EJ*/ECP)1/2。分析得

到指數 z近似於 1，而 νz = 0.3~0.45。 

 
相圖 
由磁場所引發的超導-絕緣體相變實驗[1,2]

可得一維約瑟分結陣列的相圖，此圖是以 EJ/ECP

和 RQ/R值作為參數。RQ/R代表系統的 vortex運動

耗散強度。相圖的右上方為超導特性區域，而左下

方為絕緣特性區域。菱形標記為磁場引發的超導-

絕緣體相變點。理論上將上半區稱為具有全域的同

調性(global coherence)，而下半區不具有全域的同

調性[12]。我們可以進一步比較不同耗散強度的樣

品在最低溫的 IV特性曲線。在低耗散區的絕緣態

中，IV 曲線顯示出一明顯的庫倫能隙，而高耗散

區則無明顯的能隙。這表示這兩類樣品可能是處於

不同的相。根據理論研究，較大的耗散強度可以造

成陣列局部的同調性(local coherence)[12]。我們認

為低溫的 IV特性曲線可以說明耗散強度對系統所

造成的影響。然而要明確界定出耗散造成的相變，

仍需要進一步的研究，尤其是可調變耗散的陣列系

統。 

- 9 -8 -7

2 .5

3 .0

3 .5

 

 

lo
g

 (
kΩ
/K

)

lo g  (m K 1 /ν z )

lo
g

 (R
0/T

)

lo g  ( |δ | /T 1 /ν z )



■632■ 
物理雙月刊（廿四卷五期）2002年 10月 

 

 

 

 

 

 

1 10
0.1

1
I

II

V

I

V

VV

RSJ

KT

RQ/R

E J/E
C

P

 

 

 

圖六：以 EJ/ECP和 RQ/R值作為參數得到的一維約

瑟分結陣列的相圖。我們同時引用了

Haviland的實驗結果[2] (中空標記)。超導態

以正三角形表示，絕緣態以倒三角表示。菱

形則代表改變 EJ/ECP值產生相變的位置。水

平箭頭標示出 KT相變的理論預測點[7]，垂

直箭頭標示出 RSJ模型的理論預測點[12]。 

二維陣列的量子相變 

 前面我們略為描述了一維陣列中的量子相

變，現在我們進一步談談二維陣列的物理現象。以

歷史的角度而言，由於電子束曝光蝕刻術的應用，

約瑟芬結陣列的研究才進入一個系統性研究的階

段。而最早的研究課題是二維陣列中的磁通(vortex)

間的交互作用，以及二維超導系統中全域同調性的

破壞。後者又稱為二維中的超導－絕緣體的量子相

變，這一個題目在超導薄膜的系統中已有深刻的研

究。而二維陣列可視為一人造的薄膜系統。最早的

二維陣列量子相變研究發現[5]，在(EJ/ECP)大的陣

列會顯示超導性，而在(EJ/ECP)小的陣列會顯示絕

緣性質(圖七)。相變點的方膜電阻值 R□接近於 RQ。  

 當外加一垂直磁場時，磁場也可引發二維陣

列中的超導－絕緣體的量子相變。但在一維與二維

系統中，磁場的增加所引發的超導至絕緣的相變有

相當不同的物理機制：在一維 SQUID中，磁場用

來消減(EJ/ECP)的比值，而在臨界值時引發相變，

但在二維 SQUID中，磁場是用來增加磁通密度，

在一臨界密度時引發相變。這是因為在二維系統中

磁通間的交互作用遠比在一維系統中表現得強

烈。在二維系統中，當 f值是簡單整數比，如 0、

1/2、1/3和 2/3時，陣列的電阻變小 

 

 

 

 

 

 

圖七:二維陣列的方膜電阻 R□ 對溫度的關係[5]。

其(EJ/ECP)值為 A:0.06、B:0.14、C:0.17、

D:0.25、E:0.47。其中 A、B呈現絕緣態，C、

D、E為超導態。 
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並表現出超導性質。低電阻代表磁通的運動是受到

侷限的，此狀態稱作磁通的 commensurate 

state[6,7]。其物理可由磁通間的交互作用來解釋。

因為磁通和電荷的運動是共軛的，磁通的集體行為

便影響了陣列的電性，產生了超導－絕緣體的量子

相變(圖八)。 

 磁通間的交互作用在第二類超導物質中是一

個有趣的課題，二維陣列也提供一個可控制的系統

來研究。此外由於磁通間的作用力是與距離的對數

成正比，這和二維庫倫氣的模型是相當的。在外加

磁場為零的二維陣列系統中，理論預測存在一

Kosterlitz-Thouless(KT)相變。不同於前面所敘述的

超導－絕緣體相變，這裡的磁通 KT相變是一有限

溫度的相變。其臨界溫度可用 TKT表示。在 TKT之

下，磁通會和一反向磁通結合成對，而高溫時則

否。當磁通結合成對時，超導相參數的位相漲落變

小，而陣列顯示出超導特性。由電阻-溫度曲線，

和度規(scaling)分析所得到的相干長度性質，可以

發現二維陣列中具有磁通的有限溫度 KT 相變[8] 

(圖九)。 

 

磁場引發的二維陣列量子相變  

 

前面敘述了二維陣列中的相變現象，這裡我們進一

步討論磁場引發的超導－絕緣體的量子相變，而這

可以和前述一維陣列中的相變作一比較。圖十顯示 

 

 

 

 

 

 

圖八:二維陣列的零偏壓線性電阻 R0對 f的關係  

[7]。在 f值為 0、1/2、1/3和 2/3時，陣列的

電阻為局部極小。上圖可見在 f值=0.11是磁

場引發的超導－絕緣體的量子相變的臨界

點。 

 

 

 

 

 

 

圖九:二維陣列的磁通噪音(Noise)的度規曲線[8]。

小圖顯示相干長度滿足 KT相變的指數形

式。 
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二維約瑟芬結陣列在三個不同的 f值之下的 IV特

性曲線(可參考圖二和圖四)。在此樣品中約瑟芬結

穿隧電阻為 12.5kΩ，而 ECP值約為 250µeV。右下

方小圖顯示在此一典型的相變中的電阻-溫度關係

圖，可看出 f=0時為超導態，f=0.27時為絕緣態。

在 f值=0.10時是臨界點。不同於一維陣列的狀況，

在二維陣列中的相變臨界點，方膜電阻對溫度是一

不變的值。在長寬相同的正方形二維陣列中，方膜

電阻即為樣品的電阻。 

度規分析也可運用在磁場引發二維陣列中的超導

－絕緣體的量子相變中。圖九顯示二維陣列電阻-

溫度 RO(T)數據所作的 Scaling曲線。得到的臨界指

數νz=1~8.2。[7] 

 
 
圖十:二維約瑟芬結陣列在 0<f<0.27的 IV特性曲線

和電阻-溫度關係圖(inset)。可看出 f=0時為

超導態，f=0.27時為絕緣態，f值=0.10是臨

界點[7]。 

 

圖九: 二維約瑟芬結陣列 R0(T)數據所作的 Scaling

曲線[7]。所有不同的 f值(磁場值)所得的曲

線可重疊至兩股曲線:朝上彎曲曲線是代表

絕緣相變，朝下彎曲曲線是代表超導相變。 
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