
碎形
一般報導

奇怪的形狀，

無窮的應用

如果慣用線、面看待所有的事物，

就會對崎嶇不平、高低起伏的不規則形狀感到不解，

甚至產生排斥。可是碎形一詞出現後，

它代表的是自然幾何學意義，

在不規則中仍舊潛藏著某種規則的秩序，

和古典幾何學截然不同。

■演講人／陳義裕

文字撰述／梁雲芳

一般報導



兩千年來，古典幾何一直被世人認為是唯一的幾何

學，所有現象的形成似乎都與它們相關，不是由直線、

平面、三角形構成，就是由圓形、圓錐體、梯形組合而

來，它們代表現實世界的抽象化。

但事實上，海岸線不是由直線構成，天上的雲朵也

不是圓形，山巒更不是圓錐形，還有滿布隕石凹凸不平

的月球表面、樹枝的分歧等自然界中的各種形狀，種種

不規則形狀要如何用幾何學來說明及解釋？

是呀！宇宙間存在的崎嶇不平、坑坑巴巴、曲折、

破裂及各種糾結混亂的形狀，有的和直線類似，卻不是

直線；有的很像圓錐形，仔細瞧，又不是真的如此，那

麼這些形狀代表的究

竟是一個什麼樣的幾

何學？

一九七五年某個

冬日的午後，法裔美

國數學奇才曼德布洛

特（Benoit Mandelbrot）

創造了碎形（fractal）

這個字。碎形是曼德

布洛特畢生所從事的

研究，他始終相信宇

宙間一定有描述不規

則形狀的幾何學，絕

對不是只有歐幾里德

式的長度、深度、厚

度，可是要如何用一

種「一粒沙窺見塵世」

的本質描繪這些宇宙

現象？

他在拉丁字典

中，找到一個殘破

（frangere）的動詞衍

生出來的形容詞殘碎

的（fractus），而英語

中 也 有 一 個 破 碎

（ f r a c t u r e）和破片

（fraction）的字義，

並彙整出「碎形」一詞。

「碎形」一出，原先難以利用古典幾何學描述的不規

則形狀，終於有了自己的歸屬。碎形揭露的是自然幾何

學，不規則中蘊藏某種規則的秩序，卻和尺寸無關，就

算放大或縮小，其中的複雜程度並未因此減弱。碎形試

圖解釋過去科學忽略的非線性現象與大自然複雜結構，

更重要的是碎形觀念已延伸到不同的領域，如生理學、

經濟學、社會學、氣象學，以及天文學中的星體分布。

以生理學而言，在人體中，碎形結構處處可見。大

動脈會分歧成細動脈，然後又是連續的分歧、岔開，再

分歧，直到血管細到血球僅能排成單行通過。這種難以
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人體的血管、肺臟等的結構就是一種碎形結構，不然很難塞到有限的人體組織空間中。
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碎形是非線性動力過程的結果，大自然的外貌及結

構皆是經由非線性動力過程而產生的結果，也就是說，

在非線性動力現象中才能發現碎形的蹤跡。比如說，在

水的流動或是在晶體成長的現象中，可能發現碎形。

碎形具有自相似性的結構，一個東西經過不斷放大

後，始終都具有自相似性的結構，不論該結構有多複

雜、多粗糙、多摺疊，都存在某種相似性的結構。

碎形是分數維度，維度（dimension）是用來測量物

體的量化標準，與度量的尺度有關。一維是線條概念，

就像縫衣服的線一樣；二維是平面概念，就像街道地

圖，有長有寬；三維是空間概念，就像經常說的三度空

間，有經度、緯度與高度的概念。一維、二維、三維度

都是整數維度，很容易運用到日常生活上，複雜程度不
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用言語清楚描述的結構，是基於生理需求所形成的，血

管必須使用碎形維度將形體壓縮在有限空間中，而所有

細胞必須以不超過兩、三個細胞的近距離貼近血管，血

管和血液占有的空間也不超過身體的5％。

至於人類正常的肺臟，肺泡跟空氣接觸的面積攤開

來有一座網球場那麼大，而它必須容納在胸腔中。所以

能夠發展出如此細微的結構，和碎形不無關係，運用簡

單的變形規則，就能輕易地將猶如迷宮的氣管及廣大的

肺泡表面積設計到有限的空間中。

碎形重要概念

碎形是一種新維度觀念，和以往尺度、維度、結構

有相當大的不同，那麼碎形究竟包含哪些重要概念？

「曼德布洛特集合」是碎形結構的重要代表作，從依序放大的圖檔中，可以清楚發現無關尺寸大小，就算放大到一百萬倍，它們所

顯現的自相似性仍舊存在。
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高。

但碎形維度是有分數的，就像無窮擴張的三分之四

的卡區雪花曲線，維度＝log4/log3＝1.2618。卡區雪花曲

線是瑞典數學家范卡區（Helege von Koch）於一九○四

年首創的，這條既不是筆直又不是圓形的連結曲線，看

起來很像雪花圖案，其維度就不是整數，是介於一及二

的維度。

碎形具有自我模仿特質，自我模仿是一種很容易辨

認的特質，係指在愈來愈小的尺度中，重覆製造細節，

並且以某種固定方式縮小細節，造成某種循環的複雜現

象。比如說，一枝樹幹初次分成兩枝，每一根分枝看起

來跟整棵樹很像。就某種意義而言，一棵樹是由兩個、

三個跟自己一樣的複本製作而成。這兩個或三個也許不

是很完美，但複製的效果就是一棵樹，透過數學公式簡

單的運算，再交由電腦繪製，可以很快地繪製完成一棵

樹的「生長」過程。

碎形和尺度不具相關性，無論尺寸是大是小，在一

定可觀察的區域中，碎形會有一致性的碎形維度，也就

是說它們之間的複雜性、粗糙度不會因為大小而有所改

變。比如說，花椰菜是由小花組成，而小花又是由很多

小花組成，小花的小花又是由很多小花組成⋯⋯，第一
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透過自相似性結構，可以發展出截然不同的形狀。

組的小花比小花的小花大了許多，但它們的結構都差不

多。

應用領域既廣且深

現階段，碎形幾何數學概念早已經應用在不同領

域。許多不規則、不穩定、具變動性的現象都會應用碎

形予以解釋，或是利用碎形幾何製作出不同的模型，比

如說樹狀空間模型、結晶演化模型等。

在繪畫藝術領域，碎形所能著墨之處甚多。碎形的

自相似性結構及自我複製特質，可以成為繪畫素材，作

品表現的自相似性可以很簡單，也可以很複雜。

美國有一位很有名的抽象畫家帕洛克，自作畫以

來，畫風就充滿了自相似性結構的圖案，例如〈藍色欄

杆〉這幅畫作，就是一個典型代表。早期，他作畫的碎

形結構很簡單，愈到晚期，結構複雜程度愈來愈高，很

難被人模仿。

再從碎形結構來論，它可能還可以做為鑑定畫作真

偽及年代的工具，只要將自相似性結構的簡單性及複雜

性加以比較，就能夠得到確切的答案。

在音樂領域中，最常見的碎形結構應用是在吸音板

設備。吸音板結構不是一面板子而已，而是由利用大凹

第一組

第二組



鍵盤音樂，聽久了之後，很想改變一下風格，但又不想

完全失去原來的曲風，於是找出兩種碎形段落，一為主

旋律A，一為副旋律B，整個音樂的旋律係以A為主，但

在音樂旋律相似之處接上B旋律，然後又再接上A旋律，

反覆相接的結果，雖有巴哈的味道（因為每一段都是巴

哈的原作），但音樂曲風及內涵上已經變了質。

碎形也應用在建築結構上，最常引用之處有三個部

分，一是形狀生成研究，一是都市成長模擬，再則是設

計概念應用。在形狀生成方面，碎形幾何能夠提供形狀

延伸系列及形狀轉

變機制；都市成長

模擬是指碎形可以

提供一個都市原型

平面，並以自我相

似的成長尺度與時

間軸進行都市成長

模擬預測；設計概

念應用是指運用碎

形自我複製概念，

在有限的範圍內創

造各種設計。透過

碎形幾何，建築風

貌不再局限於點、

線、面的構造，而

可以容納更多不規

則、具變動性的結

構。

在圖檔壓縮技

術上，碎形或許也
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槽裡面放置一個中凹槽，中凹槽再放入一個小凹槽，經

過無限延伸達到吸音及消音的效果。

此外，利用碎形自相似性結構創作音樂，也是許多

樂曲家創作的泉源，除了創作純粹碎形音樂之外，還能

創作出碎形變奏樂曲。所謂純粹碎形音樂，就是將所有

自相似性的樂曲組成音樂旋律，這方面的音樂較為單

調。而碎形變奏音樂內涵就豐富多了，不但有主旋律，

還有副旋律。

比如說，你是一位巴哈的樂迷，非常喜歡聆聽他的

這是美國著名的抽象畫家帕洛克所繪製最著名的〈藍色欄杆〉抽象畫，仔細瞧瞧，有不少自相似性的結構。

這是「卡區雪花」，利用簡單的正三角形，在每邊中段再植入另一個同樣大小的正三角形，逐步建立的結果，就很像下雪的雪花。

如果只是一半的無限延伸，將會是一條很粗糙，又很靈活，而且無限延長的海岸線了。
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如此，不論以何種形態出現，都能看得見值得令人細細

品味之處。

演講人／陳義裕
台灣大學物理系教授

文字撰述／梁雲芳
本刊特約文字編輯
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可以幫很大的忙。一個未經壓縮的圖案，在資訊傳遞過

程中，時間及空間的無端浪費足以讓人捶胸頓足，但是

藉由壓縮技術卻可以解除這方面的困擾，而碎形壓縮便

是此類技術中的一種新想法。比如說，要傳送壓縮檔給

對方，只要下達自我相似縮小的指令給電腦運算，資料

就會縮小在一定的空間之內，並傳送給對方，而對方也

只要透過自我相似放大的指令，所有資料又會放大。

放大照片的過程也是一樣，只要使用自我相似的數

學運算公式，交由電腦執行放大指令，電腦就會透過不

斷地複製、放大，再複製、再放大的過程，將一張照片

放大。

碎形是揭露自然界不規則及非線性動力的秩序，因

此在碎形幾何提出之後，對於各種不規則的現象，人們

都希望藉由碎形觀念找出某種規則性，試圖解決紊亂中

的不確定性。比如說，運用碎形觀念了解交通為什麼會

壅塞的原因，並找出解決之道；如何從不規則的湍急水

流中，找出規則性的速度；如何從嘈雜的噪音中，找出

噪音的規則性，並制定消除噪音的可行性方案。

許多人甚至希望運用碎形模型找到股票指數的起

伏，並推算出買進及賣出股票的最佳時機，但牽涉到太

多看不到的心理層面的浮動因素，截至目前還在研究之

中，並無確切結果。

為什麼自然界一亂一序、疏落有致的美景，給人無

限的驚歎？就物理學家的眼光來論，這是因為大自然包

羅了所有的尺度，有大小、有複雜、有規則與不規則，

從任何角度及距離觀察，都是耐人尋味。碎形結構就是

原始照片 第一次解壓縮（還不夠像） 第二次解壓縮（會更接近原始照片）
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碎形可以運用在壓縮圖檔上面，透過自相似性的數學公式運算，就可以傳送圖檔，當別人收到圖檔後，再以解壓縮的方式解檔。

□

科學是一種生活的態度，是一種運用邏輯思考的方法和追根

究柢的精神，去解決在日常生活上和宇宙探索中所遇見的問

題的態度。為了讓社會大眾了解科技發展的趨勢，由國科會

主辦，中央大學理學院科學教育中心承辦的「2003展望系列

演講」於焉誕生。本篇為春季「生活科技」系列92.04.25第

二場講座，經本刊特約文字編輯根據演講內容整理改寫。

樹枝生長過程

第一步驟：首先畫一個丫形狀，這是樹的主幹。

第二步驟：再將圖形的每一條線都變成丫形狀。

第三步驟：重覆第二步驟。

第四步驟：在線段上加上深淺顏色。

第五步驟：再重覆第四步驟，一棵樹就長大完成了。


